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1 Aufgabenstellung

Name, Vorname des Diplomanden: John, Markus
Immatrikulations-Nr.: XXXXX
Thema:

Grenzen von Algorithmen zur Exploration sehr grofler Graphen

Zielstellung:

In vielen neueren Anwendungssituationen treten derart grofie Graphen auf, dass eine voll-
stdndige Kenntnis des Graphen, etwa durch Abspeicherung seiner Adjazenzlistendarstellung,
nicht moglich ist. Ein Beispiel hier ist etwa der dem WWW zu Grunde liegende Graph. Neben
der Grofle des Graphen kann es auch andere Griinde dafiir geben, dass dieser nicht abgespei-
chert werden kann; etwa einfach weil es zu lang dauern wiirde, ihn in seiner Gesamtheit zu
ermitteln. Das ist zum Beispiel beim Internetgraphen (dieser unterscheidet sich vom WWW
Graph) der Fall.

Trotzdem ist man an Informationen iiber derartige Graphen interessiert, und es gibt Algorith-
men, die aus der partiellen Exploration des Graphen Schliisse iiber seine Struktur ziehen. Der
Algorithmus traceroute ist ein Verfahren, derartige Informationen zu ermitteln. Die Aufgabe
der Diplomarbeit ist es, zur theoretischen Analyse dieses Algorithmus beizutragen.

Markus John soll die neueren Arbeiten von Achlioptas et al. zu dieser Thematik durcharbeiten
und in eigenen Worten darstellen. Die in den Beweisen vorhandenen Liicken sollen geschlossen
werden.

Anhand der bewiesenen Resultate soll auf die Qualitdt der von dem Algorithmus ermittelten
Information, insbesondere iiber die Gradverteilung des betrachteten Graphen, geschlossen
werden. Konkret soll die Frage beantwortet werden, inwieweit das allgemein beobachtete
ypower law* der Gradverteilung grofler Graphen eventuell nur die Konsequenz des verwendeten
Explorationsalgorithmus ist.



2 Einleitung

Der hohe Abstraktionsgrad von Graphen erschliefit diesen vielfiltige Anwendungsmoglichkei-
ten. Ob soziale Strukturen, Unternehmensabliufe oder Verkniipfungen elektronischer Kom-
ponenten, durch Graphen lassen sich Zusammenhénge einfach ausdriicken und analysieren.
Viele Algorithmen auf Graphen setzen jedoch vollstdndige Kenntnis der Knoten und Kanten
voraus — ganz im Gegensatz zur Realitét, in der oft nur begrenzt Informationen vorhanden
sind.

Die Griinde fiir diese Einschriankungen sind zahlreich: Entweder iibersteigt der Aufwand die
zur Verfiigung stehenden Mengen an Speicherplatz und Zeit oder es ist problembedingt sehr
schwer bzw. iiberhaupt nicht moglich, den Graphen vollstdndig zu ermitteln. Ein Beispiel
dafiir ist der sogenannte Internetgraph. Betrachtet man alle an das Internet angeschlossenen
Komponenten (Biirocomputer, Router, Webserver etc.), so lassen sich deren Verbindungen
untereinander per Graph visualisieren [8]. In diesem Fall ist es aufgrund der groflen Menge
bereits vorhandener Teilnehmer und der enormen Fluktuation im Internet nicht méglich, eine
liickenlose Momentaufnahme von diesem zu erhalten.

Je nach Fragestellung konnen aber auch unvollstindige Informationen ausreichend sein. Ein
interessanter und h#ufig untersuchter Aspekt des Internetgraphen ist dessen Gradverteilung.
Wenn es moglich wére, einen repriasentativen Ausschnitt zu untersuchen, so lieflen sich even-
tuell Riickschliisse auf die Verteilung der Knotengrade im gesamten Internet ziehen. Das in
[8] dazu verwendete Verfahren wird als ,traceroute sampling* bezeichnet. Es basiert auf der
Tatsache, dass eine Breitensuche auf einem ungewichteten Graphen einen Baum bestehend
aus kiirzesten Wegen vom Startknoten der Breitensuche zu allen erreichbaren Knoten liefert.

Fiir Netzwerke existiert ein Programm namens traceroute, welches den Weg einer Dateniiber-
tragung zwischen zwei Teilnehmern ermitteln und ausgeben kann. Aufgrund der Funktions-
weise des Internets entsprechen diese Wege sehr haufig den jeweils kiirzesten Verbindungen
zwischen den betrachteten Komponenten. Bei mehrfacher Verwendung mit gleichem Start-,
aber verschiedenen Zielpunkten erhilt man als Vereinigung der dabei gefundenen Wege einen
Ausschnitt eines Suchbaums oder zumindest eine sehr gute Ndherung an diesen.

Die Anwendung von traceroute liefert somit unter diesen Bedingungen ein #hnliches Ergebnis
wie eine auf dem Internetgraphen durchgefithrte und vorzeitig abgebrochene Breitensuche.
Weitere Details iiber den Zusammenhang von Breitensuche und traceroute sind der vorheri-
gen Arbeit des Autors [6, Kapitel 2] zu entnehmen. Verbesserungen und Erweiterungen des
straceroute sampling” wie Mercator [5] oder verteiltes traceroute [2] erreichen eine noch hé-
here Genauigkeit. Auch sie mussten jedoch zu dem Schluss kommen, dass eine vollstéindige
Kenntnisnahme des Graphen bisher nicht moglich ist.

In Bezug auf [8] ergaben nachfolgende Untersuchungen eine power-law Verteilung fiir die
Knotengrade im Internet [4]. Es folgten auf dem Wachstum des Netzes basierende Erkli-
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rungsversuche [3], aber auch Untersuchungen, ob denn nicht die ermittelte Verteilung durch
das eingesetzte Explorationsverfahren begiinstigt oder gar verursacht wird [7].

Die vorliegende Arbeit basiert auf Achlioptas et al. [1] und setzt die vom Autor in [6] begon-
nenen Ausfithrungen fort. Es soll ein direkter Zusammenhang zwischen urspriinglicher und
durch die Breitensuche ermittelter Gradverteilung zufélliger Graphen in Form einer Gleichung
erarbeitet werden. Die erhaltenen Ergebnisse lassen sich aufgrund der erwéhnten Verbindung
zwischen Breitensuche und traceroute verwenden, um die Resultate von ,,traceroute sampling”
auf solchen randomisierten Graphen zu berechnen und qualitativ einzuschétzen.

2.1 Breitensuche auf Zufallsgraphen

Definition 2.1 (Verteilung der Grade, Definition 3.1 aus [6])
Ein Graph mit n Knoten besitzt die Gradverteilung A = (ag,a1,...), wenn er genau ay - n
Knoten vom Grad k enthilt.

Die folgenden Betrachtungen beschrianken sich auf zufillige Graphen mit festgelegten ange-
messenen Gradverteilungen nach Definition 2.2. So kann sichergestellt werden, dass der Graph
mit hoher Wahrscheinlichkeit zusammenhéngend [6, Lemma 3.3] und der Durchschnittsgrad
endlich ist [6, Lemma 3.4] — beides Voraussetzungen fiir das Resultat dieser Arbeit, Satz 5.1.

Definition 2.2 (angemessene Verteilung, Definition 3.2 aus [6])
Seien @ > 2 und C' > 0 konstant. Eine Gradverteilung A = (ag, a1, ...) nennt man ange-
messen, wenn a = 0 fiir £ < 3 und a < C' - k™ fiir alle k > 3 gilt.

Ausgehend von einer solchen Gradverteilung wird eine Gradsequenz erstellt, die fiir jeden
Knoten dessen exakten Grad vorgibt. Dariiber lassen sich nun zufillige Kanten zwischen den
Knoten ermitteln. Man ersetzt jeden Knoten durch eine Menge von Kopien, wobei die Anzahl
der Kopien dem Knotengrad entspricht. Anstatt nun jedem Knoten eine variierende Anzahl
von Kanten zuordnen zu miissen, ist es ausreichend, die Kanten so zu ermitteln, dass jede
Kopie genau einer Kante zugeordnet wird. Die inzidenten Kanten eines Knotens entsprechen
dann der Menge aller inzidenten Kanten seiner Kopien.

H noch nicht in Q ‘ in Q ‘ nicht mehr in Q
Knoten (vertex) || unentdeckt entdeckt abgearbeitet
(untouched) (pending) (explored)
Kopien (copy) || unentdeckt entdeckt abgearbeitet
(untouched) (enqueued) (exposed)

Tabelle 2.1: Knotenbezeichnungen, Tabelle 3.1 aus [6]

Die Festlegung, welche Kopie in welcher Kante enthalten ist, ldsst sich sehr einfach {iber
ein perfektes Matching ermitteln. Die Kopien des Graphen werden uniform zufillig auf zwei
gleichméchtige Mengen aufgeteilt, zwischen denen ein Matching gemé&fl der Gleichverteilung
ermittelt wird. Das Matching selbst, d.h. die Paare von jeweils zwei Kopien, die aufeinander
abgebildet werden, ergibt die Menge der Kanten. Durch dieses Verfahren ist garantiert, dass
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jede Kopie exakt einer Kante zugeteilt wird. Es lasst sich auf diesem Wege nicht vermeiden,
dass Schleifen oder Mehrfachkanten generiert werden. Fiir die meisten Knoten ist dies jedoch
unwahrscheinlich und kann in den weiteren Betrachtungen vernachlissigt werden, wie durch
Lemma 3.4 gezeigt wird.

Um die nachfolgenden Berechnungen zu vereinfachen, werden alle Schritte nach der Erstel-
lung der Gradsequenz (Generierung der Kopien und Bestimmung des Matchings) in die Brei-
tensuche integriert. Ausserdem wird das Matching nicht explizit vor Eintritt in die Schleife
der Breitensuche ermittelt, sondern implizit iiber sogenannte Indices realisiert. Jede Kopie
bekommt dafiir einen zufilligen Index aus dem Intervall [0, 1] C R zugeteilt. Bei der Betrach-
tung des Kopfs der Schlange in der Breitensuche wird als adjazente Kopie diejenige gewahlt,
die unter allen noch nicht abgearbeiteten Kopien den gréfiten Index besitzt. Da die Indices zu-
fallig gemaf Gleichverteilung bestimmt sind, unterscheidet sich die Verteilung des Ergebnisses
nicht von der eines zu Anfang festgelegten Matchings.

Algorithmus 1 zeitbasierte Breitensuche, Algorithmus 1 aus [6]

Eingabe: randomisierter Multigraph (Knotenmenge V' mit Graden d,); Startknoten ug € V
Ausgabe: Breitensuchbaum 7' = (Vp, Ep)
1: function BFS

2 for all u € V do

3 Erzeuge d, viele Kopien uW @ gdu)

4 Bestimme fiir jede Kopie u(® einen Index (zufillig, uniform) z,u) € [0,1] C R

5 Markiere alle Kopien als unentdeckt (ausgenommen Kopien des Startknotens us)

6: T = ({us},0) // Breitensuchbaum anfangs nur der Startknoten

7 Q= (ugl) | 1<i<dy,,) // Markiere alle Kopien des Startknotens als entdeckt

8 while Q # () do

9 Entnimm die Kopie v(¥ vom Kopf der Schlange Q

10: Bestimme die Kopie mit dem gréfiten Index unter allen nicht abgearbeiteten Kopien
ohne v(?)

11: Sei diese Kopie w). Diese wird adjazente Kopie von v(®)

12: if w9 ist unentdeckt then // w9 ¢ Q, d.h. Knoten w bisher nicht betreten

13: T=VrU{w}, Er U{(v,w)}) // Neuer Knoten und Kante zu T hinzufiigen

14: Fiige alle Kopien von w aufler w an das Ende von Q an

15: else // w) € Q, d.h. Knoten w schon erreicht

16: Entferne w() aus Q

17: Markiere v und w) als abgearbeitet

18: return T

Algorithmus 1 beschreibt den vollstindigen Pseudocode der abgeédnderten Breitensuche. Man
kann sich diese fortlaufende Breitensuche als von einem Zeitpunkt ¢ abhingig vorstellen:
Der Algorithmus startet zum Zeitpunkt ¢ = 1 und endet zum Zeitpunkt ¢ = 0. Dazwischen
entspricht ¢ dem Index der Kopie w?), d.h. der zum Kopf der Schlange adjazenten Kopie mit
dem grofiten Index aller verbleibenden Kopien.

Wie man an Lemma 3.1 sehen kann, ermdoglicht dieser Standpunkt sehr elegante Angaben
dariiber, wieviele Kopien zu einem beliebigen Zeitpunkt bereits abgearbeitet oder entdeckt
wurden und somit in der Schlange enthalten sind. Ohne diese Betrachtungsweise wire es sehr
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viel schwieriger, den Verlauf der Breitensuche in entsprechenden Gleichungen auszudriicken.
Ausfiihrlichere Beschreibungen iiber die verdnderte Breitensuche und die zugehoérigen Grund-
lagen bei der Erstellung zufélliger Graphen lassen sich in [6, Kapitel 3] nachlesen. Insbesondere
das dort enthaltene Beispiel konnte fiir das Versténdnis recht hilfreich sein.

2.2 Wahrscheinlichkeitsbegriffe

In den Beweisen ab Kapitel 3 werden sehr oft die Formulierungen ,,mit hoher Wahrscheinlich-
keit“ und ,;mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit“ verwendet. Diese driicken die Entwicklung der
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines Ereignisses aus, wenn eine gewisse Bezugsgrofie
(in dieser Arbeit entspricht die Bezugsgréfie immer der Anzahl Knoten n) gegen Unendlich
15uft.

Definition 2.3 (hohe Wahrscheinlichkeit)
Eine Folge von Ereignissen &, tritt mit hoher Wahrscheinlichkeit (m.h.W.) ein, falls fiir
n — oo gilt

Pri&]=1-o0(1).

Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Ereignisses ndhert sich fiir wachsende n beliebig gut der
Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses an. Es ldsst sich leicht zeigen, dass diese Schranke
in einigen Féllen nicht ausreichend ist. Zuvor muss jedoch noch gekléart werden, was unter der
Zusammenfassung mehrerer Ereignisse verstanden wird.

Definition 2.4 (Zusammenfassung von Ereignissen)
Seien £U) mehrere in Abhiingigkeit von j definierte Ereignisse. Die Zusammenfassung tiber

alle j ist definiert als die Schnittmenge der Ereignisse £U) fiir alle j.
&= m gl
J
Das Ereignis £ tritt genau dann ein, wenn alle Ereignisse £U) zugleich eintreffen.

Sind fiir alle £Y) untere Schranken an die Eintrittswahrscheinlichkeiten bekannt, so lisst
sich auch fiir die Zusammenfassung &£ eine solche Schranke ermitteln. Durch nachfolgende
Betrachtung wird ersichtlich, weshalb die untere Schranke der hohen Wahrscheinlichkeit nicht
immer geeignet ist.

Sei eine Anzahl von Ereignissen £) gegeben, die jeweils mit hoher Wahrscheinlichkeit ein-
treten. Die Wahrscheinlichkeit fiir £ ist bestimmt durch

Pri]=1-Pr ﬂg(j) =1-Pr U%
J J

wobei £) das komplementiire Ereignis zu £) bezeichnet. £ tritt ein, falls keines dieser
komplementéren Ereignisse eintritt.
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Aus der Formel fiir die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung zweier Ereignisse erhélt man die
Abschétzung

Pr[AUB]=Pr[A]+Pr[B]—Pr[AnB] <Pr[A]+Pr[B] .

Verallgemeinert auf mehrere Ereignisse resultiert die erste Bonferroni-Ungleichung, welche
auch als Boolesche Ungleichung bezeichnet wird.

Pr [U Al} < ZPI‘ [A;]

Fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses £ ergibt sich deshalb die untere Abschétzung

Pr(&] > 1—ZP1" [ﬁ} ,

auch bekannt als zweite Bonferroni-Ungleichung. Die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen £(7)
lassen sich nach oben begrenzen und so vereinfacht sich der Ausdruck zu

Pri€] = 1—20(1).

J

(An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass auch fiir die asymptotischen Notationen das
Gleichheitszeichen anstelle von € verwendet wird. Die Gleichungen sind deshalb nur in der
iiblichen Leserichtung eines Mitteleuropéers, d.h. von links nach rechts und von oben nach
unten, zu interpretieren.)

Fiir eine konstante Anzahl von Ereignissen (und somit Summanden) erhélt man die aus
Definition 2.3 bekannte Gleichung der hohen Wahrscheinlichkeit. Wenn die Anzahl jedoch
von n abhingt, so ergibt sich in vielen Féllen fiir die Zusammenfassung £ nur eine triviale
Aussage beziiglich der Eintrittswahrscheinlichkeit.

Um auch in diesen Fillen eine (hohe) Wahrscheinlichkeit ermitteln zu kénnen, fithrt man den
Begriff der ,,sehr hohen Wahrscheinlichkeit® ein.

Definition 2.5 (sehr hohe Wahrscheinlichkeit)
Eine Folge von Ereignissen &, tritt mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit (m.s.h.W.) ein, falls
fiir n — oo und alle ¢ gilt

Pri&]=1-o0(n"°.

Die Zusammenfassung von O(n) vielen Ereignissen, die alle mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit
eintreffen, besitzt gleichfalls eine sehr hohe Wahrscheinlichkeit. In den nachfolgenden Kapiteln
bildet dieser Schritt hiufig den Abschluss eines Beweises, da somit gezeigt werden kann,
dass eine Aussage mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit fiir z.B. alle Knoten oder Knotengrade
simultan zutrifft.
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Die Erstellung eines Graphen mit der vorgegebenen Gradverteilung — insbesondere das Mat-
ching der Knotenkopien — stellt einen zufélligen Prozess dar. Der Grad eines Knotens im re-
sultierenden Breitensuchbaum kann deshalb als Zufallsvariable angesehen werden. Aufgrund
der Linearitdt des Erwartungswerts ergibt sich fiir die erwartete Anzahl von Knoten A;-’bs mit
dem Grad j

E [A?bs] = Z Pr [v besitzt im Breitensuchbaum den Grad j] .
veV

Zur genaueren Bestimmung des Erwartungswerts betrachtet man einen Knoten v mit dem
Grad 7 im Verlauf der zeitbasierten Breitensuche. Stimmt der Zeitpunkt mit dem maximalen
Index des Knotens iiberein, so wird dieser entdeckt und ¢ — 1 seiner Kopien an das Ende
der Schlange angefiigt. Die Kopie mit dem maximalen Index erhilt direkt eine Kante zur
Kopie am Kopf der Schlange und wird von diesem Augenblick an nicht weiter beachtet. Jede
der verbleibenden i — 1 Kopien erhoht genau dann den Grad des Knotens im Suchbaum um
eins, falls sie erst eine Kante zugeteilt bekommt, wenn sie den Kopf der Schlange erreicht.
Angenommen, dies trifft auf m der verbleibenden ¢ — 1 Kopien zu. Der resultierende Grad des
Knotens im Suchbaum betrégt somit m + 1 und fiir den Erwartungswert E [A"mbil] gilt

E {Affl’il] = nZai Dim (3.1)

wobei n die Anzahl der Knoten, a; die Gradverteilung des Ausgangsgraphen und p;,, die
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des oben formulierten Ereignisses beschreibt.

3.1 Dichte- und Verteilungsfunktion

Sei pim (tmaz) die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses (ein Knoten v mit dem Grad ¢ besitzt
im resultierenden Breitensuchbaum den Grad m + 1) unter der Voraussetzung, dass v den
maximalen Index t,,q, besitzt. Der maximale Index ist eine stetige Zufallsgrofle auf dem
Intervall [0,1] € R und zugleich das Maximum von ¢ unabhéngigen uniformen Zufallsgréfien
auf dem gleichen Intervall — die zufillig bestimmten Indices ¢, der Knotenkopien.

Aufgrund der Gleichverteilung der Indices gilt fiir alle ¢; und beliebige ¢t € [0,1] C R
Pr [tk < t] =1.

Da die t;, paarweise unabhéngig voneinander sind, ergibt sich die sogenannte (stetige) Vertei-
lungsfunktion von t¢,,4,; mit

F(t) :=Prltmes <t] = [[Prits <t] =1
k=1
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Fiir ihre Ableitung, auch als Dichtefunktion bezeichnet, erhilt man

d

t):= —F(t) =it ".
J) = S F() =i
Unter Verwendung von
Prit < tmee <t+dtf] = Prltmas <t+ dt] — Prltmas < t]
= F(t+dt)— F(t)
= f(t)dt

fiir infinitesimale dt und dem Satz der vollstindigen Wahrscheinlichkeit ldsst sich p; ,, wie

folgt schreiben
1 1
:/f( Pim(t / it 1p”n dt . (3.2)
0 0

3.2 Analyse der Breitensuche

Zur Bestimmung von p; ., (t) betrachtet man die Wahrscheinlichkeit P,;s(t), dass, falls v den
maximalen Index t besitzt, eine beliebige, aber feste Kopie von v mit einem Index ungleich
t — also eine Kopie, die an die Schlange angefiigt wird — zu einer im Suchbaum enthaltenen
Kante fiihrt. Im Folgenden sei diese Kopie mit v und die adjazente Kopie entsprechend der
zugehorigen Kante (der Partner von w) mit w bezeichnet.

Die Kante zwischen v und w kann nur genau dann im Suchbaum enthalten sein, falls die
folgenden Bedingungen gelten:

(a) Der Kopie u wird erst eine Kante zugeordnet, wenn u den Kopf der Schlange erreicht
hat.

(b) Bis zu diesem Zeitpunkt muss w unentdeckt bleiben.
Gleichbedeutend kann man sagen, dass

(a) w zum Zeitpunkt ¢ unentdeckt ist und

(b) alle Partner der Geschwisterkopien von w (die Partner aller weiteren Kopien des Kno-
tens) ebenfalls zum Zeitpunkt ¢ noch unentdeckt sind.

Angenommen, w ist zum Zeitpunkt ¢ bereits entdeckt und deshalb in der Schlange enthalten.
In diesem Fall liegt w vor u, da u erst zum Zeitpunkt ¢ eingefiigt wird. Somit wird u schon
vor Erreichen des Kopfes der Schlange durch eine Kante mit w verbunden und entfernt.

Geht man hingegen davon aus, dass ein beliebiger Partner einer Geschwisterkopie von w zum
Zeitpunkt ¢t schon in der Schlange enthalten ist, so erreicht dieser Partner vor u den Kopf
der Schlange und wird abgearbeitet. Dabei wird eine Kopie von w und somit auch w selbst
entdeckt.
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Beide Annahmen fiihren dazu, dass der zur Kopie w gehdrende Knoten vor dem Abarbeiten
von u entdeckt und die betrachtete Kante nicht in den Suchbaum iibernommen wird.

Sei Cynto(t) die Anzahl unentdeckter und Ciyper(t) die Anzahl der noch nicht abgearbeiteten
und somit entweder in der Schlange enthaltenen oder unentdeckten Kopien zum Zeitpunkt
t. Die Wahrscheinlichkeit fiir Bedingung (a) — ein zuféllig per Gleichverteilung ermittelter
Partner w von wu bleibt bis zu diesem Zeitpunkt unentdeckt — betrigt

Cunto (t)
Cunex (t) .

Die Kopie w kann zum Zeitpunkt ¢ noch nicht abgearbeitet sein, da sonst der Knoten v iiber
w erreicht worden wére, was den Voraussetzungen widerspricht. Die Anzahl aller in Frage
kommenden Kopien betrigt deshalb Cypner(t), wobei von diesen genau Clpo(t) viele dem
gilinstigen Fall einer unentdeckten Kopie entsprechen.

Punto (t) -

Bedingt auf diesem Ereignis errechnet sich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass w zu einem
Knoten mit dem Grad k gehort, durch

kVun o,k(t)
Punto,k(t) = ﬁ )

wobei mit Vi die Anzahl aller unentdeckten Knoten mit Grad k beschrieben wird. Zwi-
schen Cunto(t) und Viypeo x(t) gilt der Zusammenhang Cunio(t) = Y kVunto k().

Die zweite Bedingung fordert, dass alle Partner der k£ — 1 Geschwisterkopien von w ebenfalls
unentdeckt geblieben sind. Dabei soll vorldufig vernachlissigt werden, dass sich die Anzahl
unentdeckter Kopien nach jedem Festlegen einer Kopie verringert (Auswahl ohne Zuriick-
legen). Ferner wird davon ausgegangen, dass v, die Nachbarn von v und wiederum deren
Nachbarn einen Baum bilden, d.h. v in keinem Kreis der Linge drei oder vier vorkommt oder
Mehrfachkanten auftreten. Setzt man all dies voraus (Beweise erfolgen in Abschnitt 3.4), so
ist die Wahrscheinlichkeit fiir £ — 1 unentdeckte Partnerkopien Punto(t)k_l. Dies multipliziert
mit der Wahrscheinlichkeit fiir den Knotengrad k£ von w und aufsummiert iiber alle moglichen
Knotengrade ergibt das Resultat fiir Bedingung (b).

Auch in diesem Fall kénnen die betrachteten Kopien noch nicht abgearbeitet sein, denn sonst
wére der zu w gehdrende Knoten und somit auch w zum Zeitpunkt ¢ bereits entdeckt.

Zusammengenommen erhilt man

Pm’s(t) = Punto(t) Z Punto,k(t) Punto(t)k_l
k
= Z Punta,k(t) Punto(t)k
k

_ kVunto,k(t) ( CuntO(t) )k
- Cunto(t) Cunea} (t) .

k

3.3 Schranken der Knoten- und Kopienanzahl

Lemma 3.1

Sei (ag, a1, ...) eine angemessene Gradverteilung und der zugehérige Graph G zusammen-

hingend. Ausserdem seien 3 und e beliebige Konstanten mit § < min(%, %2) und € > 0.



3. Erwartungswert der Gradverteilung

Dann gilt fiir alle ¢t € [0,1] und j < n m.s.h.W.

[ Vinto,j (t) — a;t! ‘n| < nt/2+e (3.4)
‘Cunez (t) — Cunex (t) : n| < n1/2+€ (35)
‘Cunto(t) - Cunto(t) : n| < nliﬁ s (36)

unter Verwendung der Definitionen c e (t) := dt2 = Zj ja;t? und cypto(t) == Zj jatl.

Beweis Der Beweis gliedert sich in zwei Teile: Die Bestimmung der Erwartungswerte von
Viunto,j(t); Cunex(t) und Cynto(t) und dem Nachweis, dass die Zufallsvariablen in einem
Bereich von o(n) um ihre Erwartungswerte konzentriert sind.

Zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ sind die unentdeckten Knoten genau diejenigen, de-
ren maximaler Index kleiner als ¢ ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Knoten mit dem
Grad j, einen solchen maximalen Index kleiner als ¢ zu besitzen, betriigt /. Der Erwar-
tungswert fiir die Anzahl unentdeckter Knoten mit Grad j ist das Produkt aus dieser
Wahrscheinlichkeit und der Anzahl aller Knoten dieses Grades. Somit ergibt sich

E[Vunto7j(t)] = ajtj-n
E[Cunto(t)] = > jajt! -n = cuntolt) .
J

Eine Kopie ist genau dann abgearbeitet, wenn sie durch eine Kante mit ihrem Partner
verbunden wurde. Fiir den Endpunkt einer Kante verwendet die Breitensuche immer
von allen verbleibenden der ) jJjajn = on Kopien diejenige mit dem groBten Index.
Deshalb sind zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ genau die Kopien noch nicht abgearbeitet,
bei denen der eigene und der Index des Partners kleiner als ¢t sind. Da alle Indices der
Kopien zufillig gemifl der Gleichverteilung aus dem Intervall [0, 1] bestimmt werden,
liegt die Wahrscheinlichkeit hierfiir bei t? und der Erwartungswert ist

E [Cunez(t)] = §t*n = Cunex(t) - 10 .

Fiir den weiteren Beweis wird die Hoeffding Schranke in der folgenden Form benétigt.

Satz 3.2
Seien X1,..., X paarweise unabhéngige, nichtnegative Zufallsvariablen mit X; < b;
fur alle ¢ und X = ), X;. Dann gilt fiir beliebige A >0

Pr{|X —E[X]| > A] < 2¢728%/ i

Die Verteilung der Zufallsvariable Vit j(t) ist identisch mit der Binomialverteilung
Bin (ajn, td ), da alle a;n Knoten mit dem Grad j unabhéngig voneinander mit der Wahr-
scheinlichkeit ¢/ bis zum Zeitpunkt ¢ unentdeckt geblieben sind. Durch Anwendung der
Hoeffding Schranke auf a;n Zufallsvariablen, die jeweils durch b = 1 beschrénkt wer-
den, erhilt man fiir eine Mindestabweichung von A = n'/?*¢ yom Erwartungswert die
Wahrscheinlichkeit

Pr UVunto,j(t) - ajtj n} > n1/2+‘1 < 920" /(ajn)

— 9o (2/aj)n*

96~ 2n*)

10



3. Erwartungswert der Gradverteilung

Zu jedem festen Zeitpunkt ¢ und fiir ein beliebiges, aber festes j gilt deshalb (3.4)
m.s.h.W. Um die Schranke fiir alle £ und j nachzuweisen, geniigt es aber nicht, die
berechnete Wahrscheinlichkeit fiir die moglichen Werte von ¢ und j zusammenzufassen,
da die Menge aller ¢ {iberabzéhlbar unendlich viele Elemente enthélt.

Stattdessen wird das Intervall I = [0, 1] in ausreichend kleine Teilintervalle zerlegt, iiber
welche anschliessend aufsummiert werden soll. Sei m = >, jajn = dn die Anzahl aller
Kopien. Da die Gradverteilung A = (ag,a1,...) laut Voraussetzung angemessen sein
muss, ist der Durchschnittsgrad ¢ endlich (Lemma 3.4 aus [6]). Das Intervall I wird in
m? viele Teilintervalle der GroBe m " eingeteilt. Genauere Angaben iiber den Exponenten
b konnen erst am Ende des Beweises gemacht werden.

Nun soll die Wahrscheinlichkeit fiir zwei feste Kopien, jeweils einen Index aus dem glei-
chen Intervall zugeteilt zu bekommen, betrachtet werden. Nimmt man das Intervall des
ersten Index als beliebig an, so entfillt der uniform zuféllig bestimmte Index der zweiten
Kopie mit einer Wahrscheinlichkeit von m =" ebenfalls auf dieses Intervall. Es existieren
insgesamt (%) = %m(m —1) < m? Paare von Kopien (ohne Beachtung der Reihenfolge).
Fiir die untere Schranke der Wahrscheinlichkeit, jedes Intervall enthilt maximal eine
Kopie, ergibt sich daraus 1 — m? - m™® = 1 — m2~?. Dies entspricht auch der Wahr-
scheinlichkeit, dass in jedem dieser Zeitintervalle hochstens ein Schritt der Breitensuche
ausgefiihrt wird und sich somit die Anzahl unentdeckter Knoten um maximal eins dndert.

Bedingt auf diesem Ereignis und vorausgesetzt, Vi j(t) weicht an den Intervallgrenzen
m.s.h.W. um nicht mehr als die geforderten n'/?+¢ vom Erwartungswert ab, so gilt (3.4)
auch fiir alle ¢, da innerhalb der Intervalle keine groflen Anderungen von Vinto, () moglich
sind. Die Wahrscheinlichkeit, dass die genannte Schranke fiir irgendein ¢ bei festem j
verletzt wird, lasst sich also nach oben mit der Summe aus der Wahrscheinlichkeit fiir eine
Verletzung an den Intervallgrenzen (26_9(”’25)) multipliziert mit der Anzahl aller Grenzen
(m®) und der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwei Indices aus dem gleichen Intervall
stammen (m?~?, in diesem Fall kann man iiber eine eventuell zu groBe Abweichung vom
Erwartungswert nichts aussagen), beschrinken. Aufsummiert iiber alle j < n ergibt sich

n (meefg("%) + m27b> =0(n*%) =o(n™°) firb>c+3,
dam =dn < %n (Lemma 3.4 aus [6]). Ungleichung (3.4) gilt deshalb m.s.h.W. gleich-

zeitig fir alle ¢t und j.

Nicht abgearbeitete Kopien treten, wie schon néher erldutert, immer paarweise auf. Die
Zufallsvariable Cype, (t) geniigt somit der Binomialverteilung Bin (5n /2, t2). Die Anwen-
dung der Hoeffding Schranke mit A = n!/2< ergibt

Pr [[Cunea (£) = Cunca(t) - 0] 2 /2] < 720077/ 0n/2)
—  9e— (/o)
2e~UN*)
und wie im vorherigen Fall erhélt man durch anschliessendes Aufsummieren {iber Teil-
intervalle von ¢ die Behauptung (3.5).

Fiir den Beweis, dass Cynio(t) um den Erwartungswert konzentriert ist, betrachtet man
als Zufallsvariable X; die Anzahl aller unentdeckten Kopien des Knotens i. O.B.d.A.

11



3. Erwartungswert der Gradverteilung

besitzt dieser Knoten den Grad b;. Dann gilt X; < b; und Cypnto(t) = > ; X;. Der Nenner
im Exponenten der Hoeffding Schranke ist die Summe der Quadrate aller Knotengrade
und somit beschriankt durch

O(n*?) a<3
b= fam<Cnd j**={0(nlogn) a=3.
E J J O(n) a>3
Der Fall fiir a > 3 ergibt sich aus dem Integralkriterium unendlicher Reihen (siche
Lemma 3.4 aus [6]), der fiir & = 3 aus der Naherungsformel der harmonischen Reihe,

wahrend sich der letzte Fall mit s := 2 — a und damit —1 < s < 0 durch geeignetes
Abschétzen der Folgeglieder bestimmen ldsst:

it = P43 (A5 6+ T) 4
j

142-2°44-4°54+8-8+...
— 1+2(1+S)+2(1+S)'2+2(1+5)~3+”.
[log n}

< Z 2(1+s)~k
k=0
9(1+s)-[logn]+1 _ q

2(1+s) —_ 1
= O =0m*™) .

Mit der oberen Abschétzung fiir ), bl2 liefert die Hoeffding Schranke beziiglich Ci0(t)
fiir ein festes ¢

2e—n 7272 a <3
Pr |Cunto(t) - Cunto(t) : n’ > nl_ﬂ] < 2€7Q(n1_2ﬂ/logn) a=3 .
2e—Un' %) a>3

Damit diese Wahrscheinlichkeiten exponentiell klein werden, muss § die Bedingungen
(¢ —2) =28 >0und 1 — 24 > 0 erfiillen. Durch das schon beschriebene Aufsummieren
1 a=2

iiber Teilintervalle von ¢ mit 8 < min(g, “5*) erhélt man (3.6). O

3.4 Wahrscheinlichkeit einer Suchbaumkante

Da Vintoj(t), Cunex(t) und Cynto(t) nach Lemma 3.1 m.s.h.W. um ihre Erwartungswerte
konzentriert sind, ldsst sich Gleichung (3.3) anndherungsweise schreiben als

Puis(t) = hayt" (C“"“’(t)>k. (3.7)

A Cunto(t) Cunex (t)

Erneut soll davon ausgegangen werden, dass keine Schleifen oder Mehrfachkanten auftre-
ten und die Anderungen an Vinio,i(t), Cunez(t) und Cynio(t) durch die Auswahl von Kopien
vernachléssigbar gering sind. Dann fiihrt jede Kopie eines Knotens v mit dem Grad ¢ (mit

12



3. Erwartungswert der Gradverteilung

Ausnahme der Kopie maximalem Index’) unabhingig von den anderen Kopien jeweils mit der
ndherungsweisen Wahrscheinlichkeit von py;s(t) zu einer im Suchbaum enthaltenen Kante.
Die Anzahl der Kopien mit einer solchen inzidenten Kante entspricht in etwa einer Binomial-
verteilung Bin (i — 1, pys(t)).

Diese Uberlegungen sollen durch die Beweise, dass

(a) der Knoten v, dessen Nachbarn und die Nachbarn der Nachbarn mit hoher Wahrschein-
lichkeit einen Baum bilden und

(b) die exakte Anzahl von Kopien, die zu Suchbaumkanten fithren, nur sehr gering von der
Binomialverteilung Bin (i — 1, P,;s(t)) bzw. Bin (i — 1, pyis(t)) abweicht,

gestiitzt werden.

Punkt (a) ldsst sich leicht zeigen, falls die Knotengrade des Graphen begrenzt sind. Das
folgende Lemma verdeutlicht, dass in Graphen mit power-law Verteilungen nur sehr wenige
Knoten mit sehr groflen Graden auftreten. Fiir das anschliessenden Lemma kann man deshalb
in den meisten Féllen von einem entsprechend kleinen Knotengrad ausgehen.

Lemma 3.3
Die Wahrscheinlichkeit fiir eine zufillig ausgewéhlte Kopie u, zu einem Knoten v mit einem
Grad grofler als k zu gehoren, betrigt

Pr[deg(v) > k] = o(k~%°) .

Beweis Es gilt
Zj>k ja;
Zj Jjaj
1 .
>k
1
< = > j-Cj™™  (Definition 2.2)
>k
C
- = (1—c)
= 5 Zj
>k
C k2-o)
5 a-—2
C

_ - (a=2) _ -2
e k o(k™*7) .

Prdeg(v) > k] =

(Integralkriterium, untere Grenze ist k)

|

Lemma 3.4

Es existieren zwei Konstanten v > 1 > 0 so, dass ein Knoten v mit dem Grad i < n'l, seine
Nachbarn und deren Nachbarn mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — o(n™7) einen Baum
darstellen. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Knoten v oder dessen Nachbarn Schleifen oder
Mehrfachkanten besitzen bzw. dass v in einem Dreieck oder Kreis der Lénge 4 enthalten
ist, betrigt somit o(n~7).

13



3. Erwartungswert der Gradverteilung

Beweis Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Nachbarn von v, einen Knotengrad gréfer als
n* — die Konstanten werden am Ende des Beweises festgelegt — zu besitzen, berechnet
sich nach Lemma 3.3 zu o ((n})~%’) = o(n=2*). Summiert man diese {iber alle i < n”
Nachbarn von v auf, so erhédlt man als untere Schranke der Wahrscheinlichkeit, dass
keiner der Nachbarn einen Knotengrad grofler als n? besitzt,

1—n" o(n M) =1—o(n"%) . (3.8)

Die folgenden Teile des Beweises bedingen auf diesem Ereignis, d.h. es wird vorausgesetzt,
dass alle Nachbarn von v einen entsprechend kleinen Knotengrad besitzen.

Im ersten Schritt betrachtet man zunéchst Schleifen und Mehrfachkanten. Es gibt hierfiir
vier Moglichkeiten:

a) v besitzt eine oder mehrere Schleifen

(
(b

)

) v besitzt Mehrfachkanten

(c) ein Nachbar von v besitzt eine oder mehrere Schleifen
)

(d) ein Nachbar von v besitzt Mehrfachkanten

Fall (a). Eine Schleife tritt auf, wenn zwei Kopien eines Knotens aufeinander abgebildet
werden. Jede der ¢ Kopien von v wird mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens
(t—1)/(0n — 1) einer der anderen Kopien des Knotens zugeteilt. Die Wahrscheinlichkeit
einer Schleife bei v ist somit begrenzt durch

O(i2/(6n)) = O(n21~1) . (3.9)

Fall (b). Hierbei beschréankt man sich anfangs auf einen beliebigen, aber festen Knoten
mit dem Grad j < n*. Zwei unabhingig voneinander und uniform zufillig ausgewihlte
Kopien sind mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens j(j—1)/(6n)(0n—1) = O(n?*~2)
Kopien dieses Knotens. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beide die Kopien eines sol-
chen Knotens (jetzt nicht mehr festgelegt) sind, betréigt somit héchstens n - O(n?*~2)
O(n**~1). Allgemein erhilt man fiir die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Kopien dem glei-
chen Knoten — unabhéngig von dessen Grad — zugehoren,

o 27— Dajn
P = O( (5, jamP? )

= Olma 2w

J
@) (n2_a) a<3

_ logn _
= O<n> a=3

O(%) a>3
= o(n*w).
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Zuriick zu den Nachbarknoten von v mit einem maximalen Knotengrad n?. Falls v eine
Mehrfachkante besitzt, so gibt es zwei Kopien von v, die auf Kopien des gleichen Knotens
abgebildet werden. Es existieren (;) verschiedene Paarungen der Kopien von v und jedes
dieser Paare wird mit einer Wahrscheinlichkeit von O(n?*~1) auf nur einen Nachbarn
von v abgebildet. Die obere Abschiitzung der resultierenden Wahrscheinlichkeit einer

Mehrfachkante lautet somit

<;> . O(ﬂQA—l) — O(nQn . n2)\—1) — O(n277+2)\—1) ) (310)

Fall (c). Analog zu Fall (a) erhélt man beziiglich eines festen Nachbarknotens fiir die
Wahrscheinlichkeit einer Schleife héchstens

O(n**/(6n)) = O(n* 1) .

Fall (d). Analog zu Fall (b) ergibt sich fiir je ein Paar der maximal n* Kopien mit der
Wahrscheinlichkeit P, und fiir den betrachteten Nachbarknoten insgesamt mit

O(nQ)\) . Psib _ 0(n2)\—2ﬁ)

eine Mehrfachkante.

Summiert man die Félle (c¢) und (d) fiir alle ¢ moglichen Knoten auf, so lidsst sich die
Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von Schleifen oder Mehrfachkanten in der Nach-
barschaft von v insgesamt nach oben hin durch

n - o(n?*28) = o(n"t2A=20) (3.11)

begrenzen.

Nun sollen noch die Félle betrachtet werden, in denen v Teil eines Dreiecks oder Vierecks
ist. Ein solches Dreieck besteht immer aus zwei Kopien von v und je zwei Kopien von
zwei verschiedenen Nachbarn — eine fiir die Kante zu v und eine weitere fiir die Kante
zum anderen Nachbarn. Es gibt O(n?) verschiedene Paare von Nachbarn, die in einem
entsprechenden Dreieck enthalten sein kénnen. Bezogen auf die beteiligten Kopien von v
ergeben sich O(n?7) unterschiedliche Moglichkeiten, wihrend es fiir die Kopien der beiden
Nachbarn jeweils O(n?*) Varianten sind. Betrachtet man ein gegebenes Paar von Kopien,
so ist die Wahrscheinlichkeit einer Kante zwischen diesen O(1/(dn)). Zusammengefasst
ergibt sich fiir die erwartete Anzahl an Dreiecken als obere Schranke

O(n? - n". (nQ’\)2/(5n)3) = O(n2’7+4A’1) . (3.12)
Die Uberlegungen sind auf Vierecke bezogen recht #hnlich, nur dass nun die Kopien der
beiden Nachbarn nicht aufeinander, sondern auf Kopien eines vierten Knotens abgebil-

det werden miissen. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir wurde schon als P,;, bestimmt. Als
Ergebnis erhélt man in diesem Fall

O(n? - n®" - (n®})2. Py /(0n)?) = o(n?1t42=28) (3.13)
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Die Aussage des Lemmas ist genau dann verletzt, wenn eine dieser betrachteten Moglich-
keiten eintritt. Dazu muss entweder ein Nachbarknoten von v mit einem Grad grofler als
n? existieren (sieche Gleichung 3.8), ein Knoten einem der Fille (a) bis (d) entsprechen
(siche Gleichungen 3.9 - 3.11) oder v in einem Dreieck bzw. Viereck enthalten sein (siche
Gleichungen 3.12 - 3.13). Zusammengenommen ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass v,

die Nachbarn von v und deren Nachbarn keinen Baum bilden,
max(o(n’?—%ﬁ)’ O(n2’7_1)’ O(n2n+2’\_1), 0(1277—1-2)\—26)7 O(n2”+4>‘_1), 0(n2’7+4>‘_25))
= ma‘x(o(n"’]_Q)\ﬁ), 0(n277+4>\—2ﬁ>) — O(n_ry)

mit v = —max(n — 2\3, 2n + 4\ — 2/3). Setzt man nun = 32/6 und A\ = 3/4, so ergibt
sich aus n—2A8 = —32/3 < 0 und 2n+4X—23 = 32/3— 3 < 0 sowie ﬁfgiyf =3-1>5
das Ergebnis v = 32/3 > n > 0. 0

Unter der Annahme, dass die Aussage von Lemma 3.4 auf den Graphen zutrifft, und noch
eine geniigend hohe Anzahl nicht abgearbeiteter und dadurch freier Kopien vorhanden ist, so
kann die zufillige Festlegung einer Kopie als ,,Auswahl mit Zuriicklegen“ betrachtet werden.
Die zweite Bedingung fordert dabei, dass der Prozess der Kantenbestimmung noch nicht zu
weit fortgeschritten und somit der Zeitpunkt ¢ der Breitensuche ausreichend weit von Null
entfernt ist. Die Anzahl im Suchbaum enthaltener Kanten eines Knotens ist unter diesen
Voraussetzungen annéhernd binomial verteilt.

Lemma 3.5
Seien 7,v wie in Lemma 3.4 definiert. Dann existiert eine Konstante 8 > 0 so, dass fiir
t€n? 1] und i < n" gilt

[pim(t) — Pr[Bin (i — 1, Pyis(t)) = m]| <n™7 .

Beweis Sei im Folgenden der minimale im Graph auftretende Knotengrad mit d,;, be-
zeichnet, d.h. d;,,;,, ist das kleinste 7, fiir welches a; > 0 gilt. Aufgrund der angemessenen
Gradverteilung erhélt man d,,;, > 3 und fiir 0 = 3/(2d,) somit § < 1/12. Laut Vor-
aussetzung ist t > n~% daraus ergibt sich fiir den Erwartungswert der freien Kopien
E [Cunes(t)] = 6t> - n = Q(n'~8/dmin) . Diese Schranke gilt nach Lemma 3.1 nicht nur fiir
den Erwartungswert, sondern m.s.h.W. ebenso fiir die exakte Anzahl Cyper(2).

Nun betrachtet man wieder einen Knoten v mit dem Grad ¢ < n”. Ausserdem soll der
Knotengrad aller Nachbarn von v wie in Lemma 3.4 hochstens n* betragen. Die Anzahl
sichtbarer und somit im Suchbaum enthaltener Kanten von v héngt von den Kopien der
Nachbarn ab. Da v laut Voraussetzung weniger als n7 Nachbarn besitzt, die wiederum
hochsten n? Kopien enthalten, ist die Anzahl relevanter Kopien nach oben durch n*
beschriankt. Diese Kopien werden im Verlauf der Breitensuche zuféllig ohne Zuriicklegen
bestimmt. Nimmt man hingegen an, dass die Kopien nach der Auswahl zuriickgelegt
und somit erneut ausgewéhlt werden konnen, und betrachtet man eine beliebige, aber
feste Nachbarkopie, so wird diese mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/Clpe.(t) in jedem
weiteren der insgesamt n/T* Auswahlschritte fiir die Kopien gezogen. Aufsummiert iiber
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alle Nachbarkopien ist die Wahrscheinlichkeit einer Kollision somit héchstens
(W2 ) Cunea(t) = O(21TAFP dmin=1y = O (s +3071) = o(n~1/?2) .

Diese ldsst sich in die Wahrscheinlichkeit o(n™7), mit der die Aussage von Lemma 3.4
nicht zutrifft, integrieren. Davon abgesehen kénnen keine Kollisionen auftreten und der
Prozess entspricht einer ,, Auswahl mit Zuriicklegen®. Jede der ¢ — 1 von v ausgehenden
Kanten ist deshalb mit der gleichen Wahrscheinlichkeit P,;s (sieche Gleichung 3.3) im
Suchbaum enthalten. Fiir die Anzahl der sichtbaren Kanten ergibt sich die beschriebene
Binomialverteilung.

Diese Betrachtungsweise liefert fiir p; ,,(t)
Pim(t) = Pres.a im(t) + (1 — pres.a) - Pr(Bin (i — 1, Pyis(t)) = m] .

Der erste Summand betrifft den Fall, dass die Aussage von Lemma 3.4 auf den be-
trachteten Knoten nicht zutrifft. Die resultierende Wahrscheinlichkeit g; ,,,(t) muss fiir
die Abschétzung nicht ndher bestimmt werden. Fiir den zweiten Summanden kann, wie
eben schon erldutert, davon ausgegangen werden, dass eine Binomialverteilung fiir die
im Suchbaum enthaltenen Kanten vorliegt. Somit folgt direkt durch

[pi;m(t) — Pr[Bin (i — 1, Pyis(t)) = m]|

|PLe3.a - @iym(t) — PLes.a - Pr[Bin (i — 1, Pys(t)) = m|
= pres4 - |qim(t) — Pr[Bin (i — 1, Pys(t)) = m]|
< presa<n’ (da presa =o(n™7))

fiir n geniigend grof} die Behauptung. O

Nun sind alle Voraussetzungen geschaffen, um p; ,,(t) und dadurch auch p; ,,, (siche Gleichung
3.2) hinreichend genau bestimmen zu koénnen.

Lemma 3.6
Sei (ag,ay,...) eine angemessene Gradverteilung und der zugehérige Graph G zusammen-

hingend. Dann existieren Konstanten 6, k,n, u > 0 so, dass fiir alle ¢ € [nfa, 1 —n""] und
alle ¢ < n' sowie geniigend grofle n gilt

|Dim (t) — Pr [Bin (i — 1, pyis(t)) = m]| <n™H.

Beweis Unter Verwendung von Lemma 3.5 und einer konstruktiven Null ldsst sich die
Behauptung mittels Dreiecksungleichung als

[Pim(t) — Pr[Bin (i — 1, puis(t)) = m|
= |pim(t) —Pr[Bin (i — 1, Pyis(t)) = m|
+ Pr[Bin (i — 1, Pyis(t)) = m] — Pr[Bin (i — 1, pyis(t)) = m] |

< pim(t) — Pr[Bin (i — 1, Pyis(t)) = m]|
+ |Pr[Bin (i — 1, Pyis(t)) = m] — Pr[Bin (i — 1, pyis(t)) = m]]
< n 7+ |Pr[Bin (i — 1, Pys(t)) = m] — Pr[Bin (i — 1, pyis(t)) = m]|
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3. Erwartungswert der Gradverteilung

schreiben. Die resultierende obere Abschéitzung kann durch Einsetzen der Formel fiir die
Binomialverteilung weiter vereinfacht werden.

|Pr [Bin (i — 1, Ppis(t)) = m] — Pr[Bin (i — 1, pyis(t)) = m]|
i—m— i—1 m i—m—
— ‘( Pv 1 - ’Uzs(t))z 1_ < )pvis(t) (1 _pvis(t)) !
m
i—m— Pvis H\" (11— Pvis 3 mmed

= < > vzs pvzs(t))l L. ( ( )> < ( )) -1

Duis (t) 1- Duis (t)
( ms(t)> < - ms(ﬂ)iml - 1

Duis (t) 1- Duis (t)
Es wird spéter gezeigt, dass weder py;s(t) noch 1—py;s(t) den Wert Null erreichen und die
durchgefiihrten Schritte deshalb korrekt sind. Um die Quotienten der Wahrscheinlichkei-

ten bestimmen zu koénnen, soll P,;s durch die bekannte Grofie py;s und einen moglichst
kleinen Fehlerterm ausgedriickt werden.

Pvis(t) = Z Punto k unto( )k

(3.14)

= EVinto,k(t) < Cnto(t) > k

L Cunto (t> Cunez (t)

Vunto k(t) Clunto (t)

k
- Z Cunto ( u'n:z(t) ) (315)

n

Die Ungleichungen (3.4) bis (3.6) lassen sich zu

Vinto,(t) — a;t’ - n < n'/2te — pl/24e
n n
1/2+
Cune:c(t) — cunem(t) 'n < n /2te _ n—1/2+5
n n
Cunto(t) - Cunto(t) L < nl_ﬁ _ n—ﬁ
n n

umformen und ergeben damit

Vunto,j(t) aitd &+ O(n—1/2+a)
n J
Cunex(t) —1/2+
- = unex (T =+ ©
g Cunea() & O(n™1/+2)
Cunto(t) — Cunto(t) + O(niﬁ) )
n

Die Konstanten 3 und € seien dabei wie in Lemma 3.1 definiert. Eingesetzt entfernt dies
die enthaltenen Zufallsvariablen Vit j(t), Cunex(t) und Cynio(t) aus Gleichung (3.15).

. k‘(aktk + O(n_1/2+5)) Cunto(t) + O(n_ﬁ) ;
Pult) = S R0 ey ioees) G0
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3. Erwartungswert der Gradverteilung

Da laut Voraussetzung ¢ € [n=% 1 —n="] gelten soll, erhilt man mit > jajti = ©(tdmin)
— gilt, da dpminag,,, témin < zj jatd <3 ; jajtdmm = §tdmin  wobel dymi, weiterhin den
kleinsten auftretenden Knotengrad bezeichnet — die unteren Abschétzungen

Cunez(t) = 02 =Q(n —2")
Cunto(t) = Zjajtj dmin )

In (3.16) lassen sich nun die Ausdriicke zu

k

O(n="
Pus(t) = Y kayt £ kO(=12) [ cumolt) (1£ 205 )
vis = n—> n—1/2+e
v cunto(®) (1% 22 ) \ cunca(t) (1 2200

n—P k
|y bt OG5 <cmm<t> ) o 18
N O(n—F unea (€ O(n—1/2t=)
k Cunto(t) <]. + Cu(nto(tg) & ( ) 1+ m
Ly RO (el0)) (1200 )y
- k Cunto(t) (1 £ O(n ﬁ+dmm 1+ O(n_1/2+€+26>

CUTL(?.T
_ oy b k00 ) (cumou)) (1 +0(n~ ))’“
. Cunto(t) (1 £0(n7%)) \ cunex(t) 1+£0(n¢)
umschreiben, wobei { = min(f — dpinf, 1/2 — ¢ — 20) und fiir ein geeignetes € deshalb

£ =B — dpinf gilt. Wegen
5_(1“‘20‘”75)(1_0'”75)_1+C-n7§—202-n’25> 1

1+2¢c-n~

1—c-n¢ N 1—c-n~¢ “1l—c-n¢
und . c ) 2
1_C.n_gz(l—c-n J(14c-n ):l—c-n < 1
14+c-n¢ 14+c-n¢ 14+c-n¢

mit einer Konstanten ¢ > 0, ¢ # n¢ und n geniigend groB ergibt sich unter Verwendung
von (1+z)¥ =1+ 0O(zy) fir z,y > 0 und zy < 1

Pos(t) = Z kapth + EO(n~¢) <cumo(t) ) K (1 N O(n‘5)>2k+l

. Cunto (t) Cunex (t)

Z Cunto(t)" . (k:aktk + kO(n_g)) (1 + kO(n_g))

A Cunto (t)cunez (t)

CuntO(t)k k 2 —¢
= kapt® £k .
A Cunto(t)cunez (t)k ( h O(n )>

Diese Umformungen sind jedoch nur bei Termen der Summe mit 2k + 1 < C - n¢ fiir
eine Konstante C' korrekt. In Summanden mit gréflerem k ldsst sich die Abschitzung
von (1+ )Y nicht mehr anwenden. Da t < 1 —n~" laut Voraussetzung gegeben ist, folgt
fiir diese Fille

—K

tk < e—k-n _ e—Q(ng’”) )
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3. Erwartungswert der Gradverteilung

Durch entsprechende Wahl der Konstanten wird dieser Ausdruck exponentiell klein.
M.s.h.W. gibt es also keine Knoten mit so hohen Graden, die zu Beginn des betrachteten
Zeitraums noch nicht entdeckt sind. Es folgt hieraus Py %(t) = 0 und damit auch fiir
die Terme in der Summe der Wert Null.

Einsetzen der Definition von py;s (Gleichung 3.7) und wiederholtes Abschétzen von
Cunto(t) SOWie Cynes(t) vereinfachen den Ausdruck zu

2. Cunto F
Puis(t) = puis(t) £ O(n_f) Z c : (t)c (t)(t)k
& unto unex

— Pus(t) £0(n9) - - tl R IC (t4tamn-2)
unto k;

~ ) £0679-0 (7 'O<Zk2tk> |
k

Die Summe kann man dank geeigneter Umformungen durch die Formel der geometrischen
Reihe nach oben begrenzen.

Z K2tk
k

IN

> (k+2)(k+ 1)tk

k

d2 k+2
= gt

k

d? 12
21—t
1
(1—1)3

Fiir die Wahrscheinlichkeit P,;s erhilt man dadurch
Pyis(t) = ~(t)iO(n’5)-O b .0 1
V1S - pU’LS tdmzn (1 _ t)g M

Setzt man fiir das erste in der Gleichung auftretende ¢ die untere und fiir das zweite die
obere Grenze des Intervalls [n=% 1 — n™"] ein, so liefert dies

Pois(t) = puis(t) £ 0105 - O(ndmin?) . O(n3F)
= pvzs(t) + O(n_£+dmin0+3li)
= puis(t) £ O(n~PF2dmind+3r)
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3. Erwartungswert der Gradverteilung

Es fehlt an dieser Stelle von p,;s noch eine untere

a1
DPuvis = Zkaktk . (Cunto)k ! ()
k

Cunea?
= Z kay, - (cumo)k_1 LRk
k

> dminadmm . (Cunto)dminil : 5idmmtidmm

-0 (tdmm-(dmm—l) .t—dmm>
— 0 (tdmm-(dmm—2))

- 0 (nfe-dmm-(dmmfz))

sowie obere Abschitzung

k
_ 1
DPvis = E kaktk : (Cunto)k ! < )
k

Cunex

k

IN

1 Ad — D) —d..
= g Z kak . tk (dmin—1)—dmin
k

1
dnLin'(dmin_l)_dmin . —
S t 5 zk: kak
- 1-Qn™),

mit deren Hilfe der Beweis des Lemmas vollendet werden kann. Die Resultate fiir P,
und py;s lassen sich auf Ungleichung (3.14) anwenden.

(Pvis (t) > "o (1 N O(n=0+2dmin+3r) > m
Puis (t) Duis (t)
= (120 O3t dmindnin)) "

= 1+m- O(n_ﬁ+3’€+9'dmin‘dmin)

(H)m(ﬂ)ilm _ (1 n O(n—ﬁ+2dmin9+3n)>i—1—m
1= puislt) 1 — puis(t)

= (1 + O(n*5+2dmm9+4n))i_1_m
= 14 (i—1—m)- O(n P+dmmnb+ir)

Zusammen mit 0 < m < ¢ —1 < i < n" ergibt sich unter der Bedingung, dass der
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3. Erwartungswert der Gradverteilung

Exponent von n negativ wird (vgl. Abschéitzung von (1 + x)Y),

<Pvis (t)>m - 14+ O(n—ﬁ+3n+04dmm~dmm+n)
Puis (t)
= 14+ O(n—,@+4"’i+9'dmin'dmin+n)

i_1_
(1 - Pvis (t) > ‘ " - 14+ O(n—ﬁ+2dmi7l9+4m+n)
1- DPuis (t)

und somit insgesamt

|Dim(t) — Pr[Bin (i — 1, pyis(t)) = m]|

<Pvis(t))m ( _Pvis(t)>i_m_1 1
Duis (t) 1 — puis (t)
— n_'Y + O(n_ﬁ+4f‘€+9'dmin'dmin+n) X

< n T+

Nach Lemma 3.4 ist v = 2 = 32/3. Sei ausserdem x = (2/6, 0 = ($2/(6dmin?) (erfiillt
auch die Bedingung 0 < /(2dn) aus Lemma 3.5) und ¢ < 1/2 — 3 + (dpin — 2)0
(siehe Definition von ¢). Dann folgt daraus § — 4k — 6 - dyin® —n = B — 82 > 0 und fiir
p < min(y, B — 5°) gilt [pim(t) — Pr[Bin (i — 1, puis(t)) = m]| = o(n™*). O

3.5 Zusammenfassung

Das Ergebnis von Lemma 3.6 erméglicht es, den Erwartungswert der Gradverteilung im re-
sultierenden Suchbaum der Breitensuche (siehe Gleichung 3.1) mit ausreichender Genauigkeit
abzuschétzen. Aus Gleichung (3.7) kombiniert mit den Definitionen von cypnto(t) und cynes(t)
in Lemma 3.1 erhélt man

Zj 'ajt‘j ’
‘72> (3.17)

1
pvis(t) - = kaktk
> jagtl ; ot

und die Gleichungen (3.1) und (3.2) fithren mit

1

) —1 )
as | = Zai / ittt <Z . > Puis(t)™ (1 — puis(t))™ 1 dt (3.18)
g 0

zu folgendem Lemma.
Lemma 3.7
Sei (ag, a1, ...) eine angemessene Gradverteilung und der zugehérige Graph G zusammen-
héngend. Dann existiert eine Konstante ( > 0 so, dass fiir alle j < n und geniigend grofle n
gilt

b b 1-¢
‘E[A?S}—a?‘g-n)<n .
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3. Erwartungswert der Gradverteilung

Beweis Es existieren drei Fehlerquellen bei der ndherungsweisen Bestimmung von E[qubs].
Zum einen liefert Lemma 3.6 bei der Abschétzung von p; ,,,(t) durch pyis(t) einen maxi-
malen Fehler von n™#. Desweiteren sagt Lemma 3.6 {iber zwei Typen von Knoten nichts
aus: Knoten mit einem Grad grofler oder gleich n”7 und Knoten, die zu einem Zeitpunkt
t & [n~% 1 —n""] in die Schlange eingefiigt werden.

Die erste Fehlerursache pflanzt sich unverdndert bis zum Wert ajo-bs fort und ergibt dann
durch den Faktor n einen maximalen Fehler von n!~#. Fiir die Abschiitzung kann man
davon ausgehen, dass die Abweichung A = Pr [Bin (i — 1, pyis(t)) = m] — p;m(t) von t

und ¢ unabhéngig ist, z.B. indem man sie durch eine obere Schranke wie n™* ersetzt.

a?bs-n = ng a;

it (pim(t) + A) dt Al <n™H

1
it pim(t) dt| + 0> a; /z‘ti—l A dt
i 0

— B[4 408 a /1 it dt

t 0
_ B [Ajbﬂ +nA

Die Fehlerbetréige der anderen Ursachen sind nach oben durch die Anzahl betroffener
Knoten beschrinkt, da diese Knoten félschlicherweise im Faktor n enthalten sind und
deren Wahrscheinlichkeiten bzw. sichtbare Kanten nicht getrennt betrachtet werden.

Die Anzahl von Knoten mit einem Grad gréfler oder gleich n” ist

n Z a; < Cn Z i< % n-n1d—e) — (nl—(a—l)n) .

Jj=znn Jjznn

Fiir die Anzahl X der Knoten, die zu einem nicht von Lemma 3.6 abgedeckten Zeitpunkt
in die Schlange eingefiigt werden, ergeben sich n unabhéngige Indikatorzufallsvariablen
X; — pro moglichem Knoten ausserhalb des Intervalls eine. Jeder dieser Indikatoren
besitzt die gleiche Wahrscheinlichkeit von n~% + n=%. Durch Anwenden der Chernoff-
Schranke auf das binomialverteilte X mit einem Erwartungswert von z = n!=¢ 4 nl=*
erhélt man

_ z
eel

PriX>[1+(e—1)] 2] < (e E=Y =e *.

M.s.h.W. gilt deshalb X < e-z < n'~¢ fiir ¢ < min(f, ) und geniigend grofie n, wobei die
(exponentiell kleine) Fehlerwahrscheinlichkeit der Chernoff-Schranke in die Abweichung
n'~¢ integriert wird (X ist nach oben durch die Anzahl aller Knoten, also n, beschrinkt):

e n+(l—e?)-e-z=o0n"9.

Durch die erweiterte Bedingung ¢ < min(u, (o — 1)1, 0, k) werden auch die schon be-
trachteten Fehlerquellen einbezogen und der Beweis ist abgeschlossen. O

23



4 Konzentration um den Erwartungswert

Das Ergebnis aus Kapitel 3, insbesondere Lemma 3.7, ist nicht ausreichend, um genauere
Aussagen iiber qubs , also die Anzahl von Knoten eines bestimmten Grades im resultierenden
Suchbaum der Breitensuche, zu treffen. Zuvor muss noch ermittelt werden, wie stark die
exakte Gradverteilung von dem in Lemma 3.7 bestimmten Erwartungswert abweicht.

Satz 4.1
Es existiert eine Konstante p so, dass m.s.h.W. fiir alle j gilt

g —E A <0 (n17) |

Beweis Es wird schnell deutlich, dass das bisherige Verfahren - die Fille, die in den
betrachteten Situationen auftreten kénnen, werden getrennt voneinander untersucht (vgl.
Beweis Lemma 3.4 und 3.7) - nicht ohne weiteres anwendbar ist. Der Grund dafiir ist
intuitiv klar: Die Anderung einer einzigen Kante im Ursprungsgraphen kann enorme
Auswirkungen auf den resultierenden Suchbaum und damit auch auf A?bs besitzen.

Die Losung des Problems liegt in der Moglichkeit, die Schritte der zeitbasierten Breiten-
suche geschickt in ,,Paketen* zusammenzufassen und den Zustand des Suchbaums nach
Ausfithrung eines solchen ,,Paketes” zu untersuchen. Im Detail soll davon ausgegangen
werden, dass der Suchbaum bis zu einer festgelegten Tiefe r ermittelt wurde, d.h. alle
Knoten mit einer maximalen Distanz von r zur Wurzel sind erreicht. Fiir diesen Zeit-
punkt sei die Anzahl von Kopien in der Schlange Q der Breitensuche sowie die Anzahl
unentdeckter Kopien bekannt. Nun lédsst sich zeigen, dass die Gradverteilung der Knoten
in Tiefe r + 1 entsprechend der Aussage des Lemmas konzentriert ist. Allgemein gilt die-
se Aussage iiber die Konzentration der Gradverteilung fiir die Nachbarn eines ,,Biindels®
von Kopien, falls dieses ,,Biindel“ aus in der Schlange Q(t¢) enthaltenen Kopien fiir einen
Zeitpunkt t besteht.

Die Aufteilung aller Kopien des Graphen in solche ,,Biindel“ erfolgt implizit, indem vor
Beginn der Breitensuche die zu betrachtenden Zeitpunkte festgelegt werden. Summiert
man die Knotengrade der Nachbarn von Q(t) iiber alle festgelegten ¢ auf, so ergibt dies
unter gewissen Bedingungen an die Zeitpunkte ¢ eine gute Abschéitzung von A;?bs . Die
Begriffe ,,Nachbar* und ,,adjazent“ beziehen sich dabei — wenn nicht anders erwéhnt —
immer auf den Suchbaum, wobei der Knoten, iiber den Kopien entdeckt und in die
Schlange eingefiigt wurden, ausgenommen ist. Im Folgenden soll gezeigt werden, dass die
Terme der Summe um ihren Erwartungswert konzentriert sind und der Erwartungswert
E[A]Qbs] nur sehr gering vom Erwartungswert dieser Summe abweicht.

Sei Q(t) := |Q(t)| die Anzahl der zum Zeitpunkt ¢ in der Schlange enthaltenen Kopien
und

q(t) == E[Q(?)] = (cunex(t) — cunto(t)) - n (4.1)
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4. Konzentration um den Erwartungswert

der Erwartungswert dieser Anzahl. Nun werden r < log?n viele Zeitpunkte fixiert, fiir
welche die Schlange und die daraus resultierenden Nachbarkopien untersucht werden.
Beginnend mit ¢; = 1 ergibt sich fiir alle ¢ der néchste Zeitpunkt ¢;47 > 0 als das
Maximum aller Zeitpunkte, fiir die gilt

q(ts)

on B 4.2
2 (4.2)

Cunex (tz) — Cunex (ti—i—l) >

wobei 3 durch Lemma 3.1 definiert ist. Falls fiir ein i < log? n kein solches t;, existiert
(folgt z.B. aus cunee(t;) < 2n™7), dann sei r dieses i. Ansonsten gilt = log? n.

Fiir jeden Knotengrad j wird B;(i) als die Anzahl der zu Q(t;) adjazenter Knoten mit
dem resultierenden Grad j im Suchbaum definiert. Unter Verwendung von Lemma 4.2,
welches zeigt, dass die B; (i) jeweils um ihre Erwartungswerte konzentriert sind, lasst sich
auch die Konzentration von A;?bs beweisen. Dafiir miissen zwei Bedingungen zutreffen:
(1) kein Knoten wird mehrfach gezihlt und (2) fast alle Knoten werden durch einen der
gewihlten Zeitpunkte erfasst.

Die erste Bedingung trifft zu, wenn zwischen den Zeitpunkten t; und t;41 mindestens
alle zum Zeitpunkt ¢; in der Schlange enthaltenen Kopien abgearbeitet werden. Es wird
daher niemals ein Knoten mehrfach gezahlt, falls fiir alle ¢ die Ungleichung

Cunez(ti) - Cunez(ti+l) > Q(tz) (43)
erfiillt ist und somit die Q(t;) paarweise disjunkt sind.

Die Ungleichung 4.3 ist aus [1] ibernommen wurden. Der Autor der vorliegenden Arbeit
ist jedoch der Meinung, dass die Ungleichung nicht korrekt ist. Pro Ausfihrungsschritt
der Breitensuche sind zwei Kopien betroffen, die somit als abgearbeitet markiert werden.
Nur eine dieser Kopien — der Kopf der Schlange — muss jedoch in Q enthalten sein. Die
zweite Kopie konnte bisher unentdeckt geblieben sein, wdre somit noch nicht Element
der Schlange und diirfte deshalb auch nicht gezdhlt werden. In der simplen Differenz der
Clunea wird diese Mdglichkeit jedoch nicht beachtet.

Die Autoren von [1] wurden per E-Mail dariber in Kenntnis gesetzt. In einer Antwort
bestdtigt David Kempe das Problem und verspricht eine Ldosung fir die endgiiltige Version
threr Arbeit.

Als méglicher Losungsansatz kommt ein korrigierender Faktor in Frage. Andert man die
Ungleichung in
Cunea:(ti) - Cune:v(tiJrl) > 2Q(t1) (44)

um, so ist sichergestellt, dass selbst im worst-case alle Kopien der Schlange abgearbeitet
sind. Es wird sich jedoch zeigen, dass dadurch meue Probleme aufgeworfen werden, die
sich evtl. nicht so schnell l6sen lassen.

Nach Lemma 3.1 und Ungleichung (4.2) gilt fiir ein geeignet gewiihltes ¢ m.s.h.W.

Cunea}(ti) - Cunea}(ti—i—l) Z n- (Cuneaz(ti) — Cunex (ti—i-l)) - 2n1/2+8
> q(t;) +2n'P — 2nt/2te
3
> q(t)+5n' 7
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4. Konzentration um den Erwartungswert

und
Q(ti) + gnl_ﬁ = n- (Cuneac(ti) - cunto(ti)) + gnl_ﬁ
> Cuncalts) — Cuntolt) — n/*% 10 4 210
Z Cunex (tz) - Cunto(ti)
= Qt) . (4.5)

Das Zusammenfassen von maximal log?n vielen Zeitpunkte zeigt, dass dies m.s.h.W.
gleichzeitig fiir alle ¢; gilt. Durch die Ungleichung (4.3) erschliesst sich auch die Bedeutung
der gewihlten Zeitpunkte: Alle zum Zeitpunkt ¢; in der Schlange enthaltenen Kopien
sind zum Zeitpunkt ¢;1; m.s.h.W. abgearbeitet. Dies entspricht auf die Breitensuche
iibertragen der Erweiterung des Suchbaums um mindestens eine Ebene.

Fiir den Nachweis der gednderten Ungleichung 4.4 ist es notwendig, die Festlegung der
Zeitpunkte t; anzupassen. Die einfachste Methode ist sicher, den neuen Faktor 2 auch
fiir Ungleichung 4.2 zu tibernehmen:

q(t:)

Cunew(ti) - cunez(ti+1) Z 2 + 4n7ﬁ . (46)

Der weitere Beweis verlduft analog.

Nun soll die Anzahl der nicht erfassten Knoten nach oben abgeschitzt werden. Damit
ein Knoten in keinem Bj;(i) enthalten ist, darf seine Kopie mit dem grofiten Index zu
keiner Kopie aus Q(t;) fiir alle i adjazent sein. Die Anzahl nicht in der Vereinigung
aller Q(t;) enthaltenen Kopien ist somit gleichzeitig eine obere Abschiitzung der nicht
erfassten Knoten.

Diese Kopien koénnten zum einen erst nach dem Zeitpunkt ¢, durch die Breitensuche
in die Schlange Q eingefiigt werden. Falls die Breitensuche vorzeitig beendet wird, d.h.
r < log? n, so folgt aus Cunex (tr) — Cunex(0) < q(t,)/n+ 2n~P (es existiert kein passendes
tr41 > 0) und cypex(0) = 0 (am Ende sind alle Kopien abgearbeitet) mit Gleichung (4.1)
die Schranke cypo(ty) < 2n %, Durch Lemma 3.1 gelangt man zu der Aussage, dass die
Anzahl der unentdeckten Kopien m.s.h.W. durch O(n'=") begrenzt wird.

An dieser Stelle tritt nun das erste ernsthafte Problem auf. Da Ungleichung 4.2 durch
Ungleichung 4.6 ersetzt werden sollte, dndert sich auch die Begrenzung fir die Anzahl
nicht erfasster Knoten im Falle einer vorzeitig beendeten Breitensuche. Es ergibt sich
Cunez(tr) < 2(Cunez(t) = Cunto(t)) +4n~8 und deshalb cuno(t,) < %cunex(tr) +2n=P. Ohne
genauere Informationen tiber cyper zu einem nicht explizit bestimmien Zeitpunkt t,. lassen
sich als keine Aussagen tber die Anzahl der verbleibenden Kopien treffen.

Leider reicht die noch zur Verfiigung stehende Zeit — diese Zeilen wurden nur wenige
Wochen vor dem Abgabetermin der Arbeit verfasst — nicht aus, um genauere Uberlegungen
zu diesem Problem anzustellen oder alternative Losungswege zu suchen. So verbleibt dem
Autor an dieser Stelle nur der Verweis auf die korrigierte, endgiiltige Fassung von [1].

Fiir den Fall r = log?n bendtigt man die in der endgiiltigen Version von [1] bewiese-
ne Aussage, dass der maximale Abstand zweier Knoten (Diameter) der hier betrachte-
ten Zufallsgraphen mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — n~/2 durch log?n
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4. Konzentration um den Erwartungswert

beschrinkt ist. Selbst wenn dann Clp(t,) = Q(n) gilt, d.h. keine hinreichend kleine
Schranke an die verbleibende Kopienzahl existiert, so tritt dieses Ereignis jedoch nur mit
einer Wahrscheinlichkeit von héchstens n~1/2 ein. Im Falle einer Beschriinkung des Dia-
meters sind selbst die am weitesten vom Startknoten entfernten Knoten in einem B;(7)
enthalten (oder zéhlen zu dem Typ Knoten, der im nichsten Absatz betrachtet wird),
da zum Zeitpunkt ¢, alle Knoten bis zu einer Entfernung von r — 1 erreicht werden. Es

ergibt sich cunto(t,) - n = O(n'/?) = O(n'=9).

Andererseits ist es auch moglich, dass Kopien nach einem Zeitpunkt ¢; in die Schlange
Q eingefiigt, aber vor dem Zeitpunkt t;,1 abgearbeitet werden. Deren adjazente Kopien
sind somit auch durch kein B;(i) erfasst. Zur Bestimmung dieser Anzahl muss beachtet
werden, dass cynex(t) eine reellwertige, stetige Funktion darstellt. Falls cypeq(tit1) exis-
tiert, so gilt in (4.2) die Gleichheit. Nach Lemma 3.1 folgt fiir einen festen Zeitpunkt —
und nach Zusammenfassen iiber ¢ fiir alle Zeitpunkte ¢; simultan — m.s.h.W.

[Cuneaz (tz) - Cunex (ti+1)] - Q(tz) < (Cunex (tz) — Cynex (ti+1)) -n+ 2n1/2+6 - Q(tz)
= q(t;) +2n' 78 4 2n1/2HE _Q(ty)
= E[Q(t:)] — Q(t:) +2n' P + 2n!/2*e
< 318 4 31/
= O(n'™?).

Es ergibt sich m.s.h.W. also, dass (1) alle Q(;) paarweise disjunkt und (2) in der Vereini-
gung aller Q(t;) hochstens r-O(n'=P)+0(n'=?) = O(n'=9) viele Kopien nicht enthalten
sind. Der Ausdruck O(n'~?) umfasst dabei als Faktor ein endliches Polynom in logn.

Deshalb gilt fiir ein festes j7 m.s.h.W.

= O(n'™9) (4.7)

Agbs — Z B; (i)
=1

und somit aufgrund der Linearitdt des Erwartungswerts auch

E [Agﬂ - ;E [B;(i)]| = |E A% — ;Bj(i) (
< E|[|A - ZT: B; (i)
i=1
= (?(nl_ﬁ) “(L=o(n™)) +n-o(n")
= O(n'™9) (setzen ¢ = 3) , (4.8)

da der Ausdruck A;bs — > B (z)‘ nach oben durch die Anzahl der Knoten beschrénkt

1st.

Nach Lemma 4.2 existiert ein 7 > 0 so, dass |B;(i) — E[B;(i)]| = O(n'™™) m.s.h.W.
erfiillt wird. Abschliessend ist es wieder notwendig, die Aussagen fiir alle 7 und j zu
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4. Konzentration um den Erwartungswert

kombinieren, um mit der Dreiecksungleichung und m.s.h.W.

A = Bi(i)+ ) Bj(i) = ) E[B;(0)]
i=1 =1

i=1

obs obs
45 - [45]

+ Z E[B;(i)] - E [A;bs}

Achs Z; B;(i)| + Z_; |B;(i) — E[B;(9)]]

+

E [A;?ﬂ - Z E[B;(i)]
i=1

= O P)y+r-0(n')
O(n'=?)+0(n'™)
= O(n'7") mit p < min(8, 1)

fiir alle Knotengrade j erhalten zu kénnen. 0O

4.1 Betrachtung der B;(i)

Wie anfangs bereits erwdhnt, so besteht das Hauptproblem dieses Kapitels darin, dass mini-
male Anderungen am Zufallsgraphen enorme Auswirkungen auf den resultierenden Suchbaum
haben konnen. Im Beweis des Satzes 4.1 wurde dieses Problem auf die Betrachtung der B;(i),
also die Anzahl adjazenter Knoten eines vorgegeben Grades beziiglich der Arbeitsschlange zu
einem festen Zeitpunkt, und deren Erwartungswerte reduziert.

Der Vorteil dabei ist, dass nun Anderungen durch Vertauschen zweier Kanten iiberschauba-
re Auswirkungen besitzen. Bei diesen Vertauschungen werden zwei Kanten {p1,pa}, {p3,psa}
durch {p1,ps}, {p2, pa} ersetzt, d.h. die beteiligten Kopien iiber Kreuz neu verbunden. Sowohl
vor als auch nach dem Austausch gibt es fiir die Kopien einer Kante drei Moglichkeiten: Keine
der beiden, genau eine oder alle Kopien kénnen in Q(¢;) enthalten sein.

Unabhingig davon é@ndert sich der Wert von Bj(i) um hochstens 2, wobei dieses Maximum
genau dann erreicht wird, wenn anfangs beide Kanten genau eine Kopie aus Q(t;) enthalten
und dies nach dem Austausch jedoch fiir keine Kante mehr zutrifft oder im entgegengesetzen
Fall.

Lemma 4.2
Es existiert eine Konstante 7 > 0 so, dass fiir ein beliebiges, aber festes ¢ m.s.h.W.

|Bj(i) = B[B;(i)]| = O(n'"7)
gleichzeitig fiir alle j gilt.

Beweis Das folgende Theorem aus der Arbeit von Wormald [10, Theorem 2.19] bildet
die Grundlage fiir den Beweis.
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4. Konzentration um den Erwartungswert

Theorem 4.3
Sei X eine Zufallsvariable, die fiir gleichformig zufiillige Konfigurationen M, M’ von
k Kopien definiert ist. Weiterhin gelte fiir eine Konstante ¢

| X5k(M) — Xp(M')| < c,

falls M und M’ durch genau eine Vertauschung ineinander iiberfiihrt werden kénnen.
Dann gilt fiir alle A > 0

Pr{|X;, — E[X;]] > A] < 2¢ 2%/

Im Folgenden bezeichne &, , fiir feste Werte ¢ und b = (b, . .., by,) das Ereignis Q(t;) = ¢
und Vineo j(ti) = b; fir alle j. Bedingt auf diesem Ereignis ist das durch die Kanten
festgelegte Matching M der k = g+ j jbj Kopien, die noch nicht abgearbeitet wurden,
gleichférmig zuféllig. Sei nun Bj(i) die Zufallsvariable X}, aus Theorem 4.3. Die oben
ausgefithrte Betrachtung einer Vertauschung von genau zwei Kanten liefert ¢ = 2 als

Konstante des Theorems. Es ergibt sich mit A = n/2*¢ aus

Pr(|B;(i) — E[B;(i) | Epll = A] < 2¢72%/6)
9e—n"+2/0(n)

2e~U"*)

)

dass m.s.h.W.
|B;(i) — E[B;(i) | &) < n'/*** (4.9)

fiir alle € > 0 erfiillt ist. Falls die Lénge der Schlange und die Anzahl unentdeckter
Knoten fiir jeden auftretenden Knotengrad bekannt sind, kann das Theorem 4.3 somit
direkt angewendet werden. Da sich diese Werte normalerweise nicht exakt bestimmen
lassen, miissen Abweichungen hinsichtlich ihrer Auswirkungen auf die oben ermittelte
Schranke betrachtet werden. Lemma 4.4 zeigt, dass sich der bedingte Erwartungswert
E [B;(i) | & b] nur gering vom tatsichlichen Erwartungswert E [B;(7)] unterscheidet. Als
Schlussfolgerung fithrt eine Konzentration um den bedingten Erwartungswert auch zu
der zu beweisenden Konzentration um den tatséchlichen Erwartungswert.

Die moglichen Werte von ¢ und b werden hierbei auf die Intervalle

17 = g(ts) — 2017, g(t) + 201
bzw.
I = [aﬂ? n—n?E ait] on 4+ nl/Qﬂ
I = IPx...xIt

fiir eine Konstante 0 < ¢ < 1/2 eingeschriankt. Nun sei £< das Ereignis Q(¢;) € 1?9 und
Vunto,j(ti) € I]l?. Nach Lemma 3.1 trifft dieses Ereignis m.s.h.W. ein (vgl. Gleichung 4.5).
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4. Konzentration um den Erwartungswert

Durch Lemma 4.4 wird bewiesen, dass der bedingte Erwartungswert um den tatséchli-
chen konzentriert ist, falls die Voraussetzungen ¢ € I¢ und b € I° erfiillt sind. Fiir ein
konstantes 7 > 0 gilt dann

[E[B;(i) | €] = E[B;(D)]| = O(n'™7) .

Zusammen mit Ungleichung (4.9) erhélt man durch die Dreiecksungleichung fiir das
Ereignis £&< m.s.h.W.

|Bj (i) — E[B;(4)]]

IN

1B;(i) = E[B;(i) | &bl + [E[Bj(i) | £g,p] — E[B;(3)]]
O(n'=). (4.10)

Da die Differenz von B; (i) und E [B;(i)] vom Betrag her nach oben durch die Anzahl der
Knoten beschrénkt ist, &ndert sich die Schranke aus Gleichung (4.10) auch dann nicht,
wenn das Ereignis £< nicht mehr vorausgesetzt wird (vgl. Gleichung 4.8). Der Beweis
ist vollsténdig, wenn die erhaltene (sehr hohe) Wahrscheinlichkeit der Schranke fiir alle
Werte von j zusammengefasst wird. O

Zum endgiiltigen Abschluss der Beweisfithrung wird nur noch ein weiteres Lemma iiber die
Konzentration des bedingten Erwartungswertes von B;(i) benotigt. Intuitiv dabei erscheint,
dass diese Konzentration zu erwarten ist, da die beteiligten Variablen ¢ und b nach Vorausset-
zung nur sehr geringen Abweichungen unterworfen sind. Es stellt sich jedoch als erstaunlich
aufwendig heraus, diesen Sachverhalt exakt nachzuweisen.

Lemma 4.4

Es existiert eine Konstante 7 > 0 so, dass fiir beliebige ¢ € I? und b € I?
[E[B;(i) | €] — E[B;()]] = O(n'™7)

erfiillt ist.

Beweis Fiir den Beweis sollen zwei Situationen betrachtet werden, wobei die Linge der
Schlangen bzw. die Anzahl der unentdeckten Knoten in diesen Féllen nicht mehr als um
einen festgelegten Betrag voneinander abweichen. Es lésst sich zeigen, dass unter diesen
Bedingungen die Erwartungswerte nahe beieinander liegen, wodurch sich Schlussfolge-
rungen fiir die bedingten Erwartungswerte ergeben.

Seien ¢,¢' und b, b’ mit |g — ¢| < 4n'~P und |b; — byl < 2nl/2+e fiir alle j gegeben.
Ausserdem Werd(fn die Bezeichnungen ¢ = min(q, ¢') und l;j = min(by, b;) sowie £ 1= & p,
& =&y und € = Sg ; eingefithrt. Aus der Behauptung, fiir ein 7 > 0 und alle j gelte

B Vo () | €] = B [Vauto(8) | €] | = O )

und
[B [Vato () | €] = E [Vautog(t) | €] | = 0!,

folgt mittels Dreiecksungleichung direkt

|E Vinto,j () | €] = E [Vanto;(t) | €']| = O(n' 7). (4.11)
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4. Konzentration um den Erwartungswert

Nun wird zuerst der (g, b)-Fall betrachtet: Eine beliebige, aber feste Menge bestehend
aus q — ¢ vielen Kopien der Schlange wird ebenso wie die Kopien einer beliebigen Menge
von jeweils b; — Bj unentdeckten Knoten fiir alle Knotengrade j schwarz gefiarbt. Zur
Ermittlung des Matchings, d.h. der Kanten, werden zunéchst die Nachbarn der schwarz-
gefirbten Kopien geméfl Gleichverteilung unter allen Kopien bestimmt und — so sie denn
noch ungeférbt sind — blau geférbt. Auf den restlichen Kopien, die von nun an als weif3
angesehen werden, wird ebenfalls ein gleichféormiges Matching generiert, um die noch
fehlenden Kanten zu ergédnzen. Die Anzahl blauer Kopien entspricht einer nicht néher
bekannten Verteilung Dy, aber iibersteigt in keinem Fall die Anzahl ihrer Nachbarn,
der schwarzen Kopien. Diese Anzahl ist — da die Differenz b; — I;j durch die Gesamtzahl
von Kopien, die Knoten mit dem Grad j zugeordnet sind, beschréinkt ist — fiir alle v > 0
hochstens

(a=@)+D g (bj=b) < a4 D (b =b)+ D> j- (b —by)

j<nv j>nv
< 4nt P4 Z j-2nt/?re 4 Z J-ajn
jsn¥ j>n¥
— 4pl-B + O<n1/2+a+2u) + O(nl—(a—2)u)
— O(nl—T) ’

wobei 7 < min(3,1/2 — e — 2v, (a — 2)v) gilt. Fiir 7 > 0 muss 1/2 — e — 2v > 0 erfiillt
sein. Da e < 1/2 ist (s. Definition von I und I°, vorheriges Lemma), verbleibt fiir die
Wahl von v als Einschrankung v < (1/2 —¢)/2.

Im Vergleich dazu wird der (¢, b)-Fall untersucht, wobei ein gleichférmiges Matching
wie folgt gefunden werden kann. Nach der Verteilung D,y wird eine Zahl k gewéhlt
und entsprechend viele zufillig geméfl Gleichverteilung ermittelte Kopien blau geférbt.
Alle verbleibenden Kopien erhalten eine weile Féarbung. Wie im (g, b)-Fall wird das
Matching getrennt fiir die blauen und weilen Kopien durchgefiihrt. Nun bezeichnet man
alle Knoten, die mindestens eine schwarze Kopie enthalten, als schwarz, ansonsten blau,
falls mindestens eine so gefirbte Kopie vorhanden ist, und weif} in allen anderen Féllen.

Nach Definition von ¢ und b ist die Anzahl der nicht schwarz gefarbten unentdeckten
Knoten in beiden Féllen identisch (133 fiir jeden Knotengrad j). Analoges gilt fiir die Ko-
pien in der Schlange, wobei in beiden Féllen jeweils ¢ Kopien nicht schwarz gefirbt sind.
Desweiteren ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung blauer Knoten wie gefordert ebenfalls
gleich, sodass sich in beiden Féllen der gleiche Erwartungswert fiir die Anzahl weifler
Knoten ergibt.

Der Erwartungswert von Bj; (i) kann auf die beiden Fille bezogen also nur um die Anzahl
blauer und schwarzer Knoten variieren. Da die Anzahl entsprechend gefirbter Kopien
wie gezeigt deterministisch durch O(n!'~7) beschriinkt ist, stellt dies auch bei ungiinstiger
Wahl der einzuféirbenden Kopien eine obere Grenze fiir die Anzahl blauer oder schwarzer
Knoten dar. Diese Aussage trifft fiir alle nach Voraussetzung moglichen Ereignisse £ und
£ und nach (4.11) somit auch fiir £ und & zu.

Schréinkt man ¢ und ¢’ auf das Intervall I sowie b und b’ auf I® ein, so sind die
Voraussetzungen fiir Gleichung (4.11) immer erfiillt. Nun entspricht die Vereinigung aller
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4. Konzentration um den Erwartungswert

Ereignisse &' dem im vorherigen Lemma definierten Ereignis £< und da fiir alle £ die
gleiche Schranke O(n'~") nachgewiesen werden konnte, erhilt man

BB (i) | €] — E[B;(i) | &<]| = O(n' ™) .

Aus der sehr hohen Wahrscheinlichkeit von £< und der Beschrénktheit von B;(i) ergibt
sich ausserdem fiir alle ¢ (vgl. Gleichung 4.8)

[E[B;(0) [ €<] = E[B;(3)]] = O(n™°)

und letztendlich verhilft die Dreiecksungleichung zum Abschluss des Beweises. O
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5 Zusammenhang der Verteilungen

In den Kapiteln 3 und 4 wurde getrennt voneinander bewiesen, dass die zu beobachtende
Gradverteilung im Breitensuchbaum um deren Erwartungswert und dieser wiederum um den
durch Gleichung (3.18) bestimmten Wert konzentriert ist. Kombiniert man beide Resultate,
so ergibt sich mit folgendem Satz die Kernaussage dieser Arbeit.

Satz 5.1

Sei G ein zufilliger Multigraph mit der angemessenen Gradverteilung (ag, a1, ...), wobei
vorausgesetzt wird, dass G zusammenhéngend ist. Sei ausserdem 7' ein Breitensuchbaum
von G und qubs die Anzahl von Knoten mit dem Grad j in T'. Dann existiert eine Konstante

¢ > 0 so, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit ]A;?bs - a;?bs -n| < n'=¢ fiir alle j und
1 .
obs i— 1= m i—1—m
apty = Zai /zt 1 < - >pm~5(t) (1 — puis(t)) L=m gl
! 0
N
1 >, jat!

vis(t) = —=——0 Y kapth | FLT

puislt) = 5= 2_ ke ( e

erfilllt ist. Unter Verwendung von Generierungsfunktionen [9] erhilt man als elegantere
Schreibweise folgenden Ausdruck: Mit g(z) = > 72 a;jz’ ergibt sich a?bs als Koeffizient von

= [t (1) o

Beweis Der erste Teil des Satzes ist eine direkte Folgerung aus den Kapiteln 3 und 4
und ergibt sich insbesondere aus Lemma 3.7 (unter Einbezug der Gleichungen 3.18 und
3.17) und Satz 4.1.

Fiir den weiteren Beweis betrachte man die Generierungsfunktion der urspriinglichen
Gradverteilung
g9(z) = Z a;z" .
i

Dieser Ausdruck vereint die Informationen iiber die vollstindige Gradverteilung und er-
moglicht es, benotigte Grofien zur Berechung der Verteilung im Breitensuchbaum kom-

pakt als
Cunto(t) = tg/(t) ) 0= g/(l) s Cune:p(t) = t2gl(1)
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5. Zusammenhang der Verteilungen

auszudriicken. Damit vereinfacht sich auch der Ausdruck fiir p,;s(t) aus Gleichung (3.7)
zu

B kath g'(t) ‘

pvis(t) - ;tg’]zt) (tg/(1)>
1

RI0) Z (

k
1 ) (g
ERZIONIOR ( '<1>>

1
- ¢ () 2

Gesucht ist nun die entsprechende Approximation an die Generierungsfunktion der Grad-
verteilung im Suchbaum nach Ablauf der Breitensuche

obs § :aobs A )
obs

Die Koeffizienten dieses Polynoms entsprechen dabei den bekannten Werten a;’3 | nach
Gleichung (3.18)

RIS W

= et | fat (T 0™ (- pstoy

m o i>m

SIS

i m<i

it ! ( _1) Puis(H)™ (1 = puis(t)) ™" dt

j
/

Durch das Aufteilen von 2™ %! und Umsortieren von Summe und Integral erhilt man

i m<i

1 .
gobs(z) = z Z Z a; /iti—l <Z ,r_nl) (Z -pvis(t))m (1 - pvis(t))i—m—l dt
0

ZZCM /liti_l Z (2 r_n1> (2 Puis(t)™ (1 = puis(t))' """ dt
! 0

m<3

und nach dem binomischen Lehrsatz ist dies gleich

1
97 = ZZ‘” / it [z puis () + (1= poss ()" dt

_ Zal/w N1 = (1= 2) - puss(£)) dt
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Mit Anwendung der Definition von g(z) und Gleichung (5.1) resultiert daher
1
WW):z/Zmﬁﬂ_@ﬁmmﬁw*ﬁ
0

= z g, [t (1 — (1 — Z) 'pm's(t))] dt

oo )]

weshalb dank der Eindeutigkeit eines Polynoms beziiglich seiner Koeffizienten der Beweis
vollendet ist. 0

= Z

S O~ _

5.1 Ausblick

Ein Ergebnis des Satzes 5.1 ist der Zusammenhang zwischen der Gradverteilung des urspriing-
lichen Graphen und der des ermittelten Suchbaums. Mit Kenntnis der Gradverteilung des
Ausgangsgraphen lésst sich - bis auf Abweichungen der Gréfienordnung o(n) - das Ergebnis
der Breitensuche vorherbestimmen. In [1, Kapitel 6] wenden die Autoren den Satz auf Gra-
phen mit identischen (é-regulér) und solche mit poissonverteilten Knotengraden an, dessen
Aussagen an dieser Stelle kurz zusammengefasst werden sollen.

Im Fall regulirer Graphen besitzen alle Knoten den Grad §. Die zugehotrige Generierungs-
funktion vereinfacht sich zu g(z) = 2%, da fiir alle aj, mit k # & gilt ax = 0. Es ergibt sich als

asymptotisches Verhalten fiir alle affl’j_l mit m > 2

m-1 m—1+1/(0-2)

obs
5G9 _g) ~mH1 S T 5

Fiir beliebige, aber feste § erhdlt man durch die Breitensuche immer eine power-law Verteilung,
deren Exponent « fiir § — oo gegen Eins strebt.

—6(1—2)

Eine Poissonverteilung mit der Generierungsfunktion g(z) = e fithrt im Grenzwert fiir

grofie § und m < § — 6" mit kK > 1/2 zu

F(m) 1
om! om

apiy = (1-o(1)) ,
wobei I'(m) die Gammafunktion — eine Erweiterung der Fakultétsfunktion auf positive reelle
Zahlen — bezeichnet. Bis zu einem Knotengrad von m ~ § ergibt sich somit auch fiir Poisson-
verteilungen als Resultat der im Suchbaum auftretenden Grade eine power-law Verteilung.

Die Beispiele zeigen deutlich, dass die Gradverteilung des Suchbaums nicht direkt der ur-
spriinglichen Verteilung entspricht. Es stellt sich daher die Frage, ob aus der ermittelten
Gradverteilung ein Riickschluss auf die originale Verteilung moglich ist. Aufgrund der hohen
Komplexitéit des Zusammenhangs, insbesondere der in Satz 5.1 angegebenen Gleichungen,
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bleibt dieses Problem vorerst ungelost. Es ist bisher nicht einmal geklért, ob eine solche Um-
kehrung der Gleichung tiberhaupt exisitiert.

Dank des anfangs beschriebenen und in [6, Kapitel 2] ausfiihrlicher erlduterten Zusammen-
hangs zwischen Breitensuchbaum eines Graphen und der durch traceroute gewonnenen Infor-
mationen in Netzwerken lassen sich Riickschliisse iiber die Qualitit des traceroute samplings
ziehen. Dessen Ergebnisse sind wie die der Breitensuche auch mit verfahrensbedingten Fehlern
behaftet, die sich nicht vermeiden lassen. Desweiteren ist nicht bekannt, ob und gegebenen-
falls wie diese Fehler aus den Ergebnissen herausgerechnet werden kénnen. So gewonnene
Informationen iiber die Eigenschaften der untersuchten Netzwerke (z.B. des Internetgraphen)
und dabei insbesondere die erhaltene Gradverteilung miissen deshalb mit gebiihrender Skepsis
betrachtet werden. In [6] werden diese Schliisse durch vom Autor beschriebene und durch-
gefithrte Simulationen bestétigt. Unabhéngig von der urspriinglichen Gradverteilung und der
Knotenanzahl erhélt man nur in den wenigsten Féllen eine identische Verteilung im Breiten-
suchbaum.

Die fiir den Internetgraphen so oft beobachtete power-law Verteilung kann durch den Explora-
tionsalgorithmus traceroute sampling verursacht sein. Selbst wenn der Internetgraph wirklich
einer solchen Verteilung geniigt, so ist anzunehmen, dass der ermittelte Exponent a nicht mit
dem realen iibereinstimmen muss. Fiir die Zukunft wére es interessant zu untersuchen, ob die
angesprochene Umkehrung der Gleichung aus Satz 5.1 existiert und bestimmt werden kann.
Damit wére die Moglichkeit gegeben, die erwiesenermaflen fehlerhaften Ergebnisse des Explo-
rationsverfahrens zu korrigieren und der Losung der urspriinglichen Aufgabe — die Ermittlung
von charakteristischen Informationen iiber nur teilweise erforschbare Graphen — einen Schritt
néher zu kommen.
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